
GP

G PHILIPPE

Ondes , paquet d'ondes

Introduction

On se propose de simuler des propagations d'ondes en utilisant Maple. 
L'une des fonctions Maple utilisée ici est animate .

On étudie ensuite la vitesse de groupe et la dispersion pour un paquet d'ondes.

Programme
> restart;
unprotect(D):
with(plots):
Warning, the name changecoords has been redefined

Onde monochromatique

On étudie ici divers types d'ondes. 

On introduit d'abord la notation OPPM en complexe 
avec les notations omega et k. 
k désigne ici la coordonnée du vecteur d'onde selon x.

> f:=(x,t)->a*exp(I*(omega*t-k*x));
 := f  →  ( ),x t a e

( )I ( ) −  ω t k x

On prendra T égal à 1.
On prendra a égal à 1.

> omega:=2*Pi/T;T:=1;a:=1;
 := ω 2 π

T

 := T 1

 := a 1

1/19



GP

onde progressive vers la droite

On trace f(x,t) ( on utilise animate) en introduisant k pour que l'onde soit une onde progressive vers la droite 
de longueur d'onde : lambda=1 . On utilise subs, evalc, Re. 
On fabrique 20 images frames),
une tous les 1/20e de seconde, 
donc des images régulièrement réparties entre t=0 et t=0,95s (t=0..19*1/20)
donc cela se raccorde bien si on boucle le petit "film" sur lui même
la 21ème image est la même que la première 
On observe entre x=0 et x=5.

> fA:=evalc(Re(subs  (k=2*Pi/lambda , lambda=1, f(x,t))  ));
 := fA ( )cos −  +  2 π t 2 π x

> A:=animate(fA,x=0..5,t=0..19*T/20,numpoints=100,thickness=3,colour=red, frames=20 ):

On peut voir rapidement une idée assez grossière des 20 images fabriquées pour le "film" avec display

> display(A);

On peut passer le film en visualisant A
(il faudra cliquer sur la graphe obtenu, 
il apparait alors: 2+3+2+2 symboles classiques dans la barre des tâches
Le premier évident: l'arrêt de l'animation
Le troisième permet de voir image par image à chaque clic
Le deuxième permet de démarrer le film de 20 images

Cliquer sur le symbole de droite de la barre des tâches pour voir l'animation en continu, 
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et lancer l'animation.

On peut augmenter ou diminuer la vitesse avec les symboles en double flèche)

On a intérêt à étirer le graphe en largeur au maximum avec la souris

> A;

onde progressive vers la gauche

Idem mais l'onde se propage vers la gauche

> fB:=evalc(Re(subs  (k= -2*Pi/lambda , lambda=1, f(x,t))  ));
 := fB ( )cos  +  2 π t 2 π x

> B:=animate(fB,x=0..5,t=0..19*T/20,numpoints=100,thickness=3,colour=red, frames=20 ):
> B;

onde stationnaire
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Avec fA et fB, on fabrique une onde stationnaire d'amplitude maximale égale à 1 qui donne un ventre en 
x=0. 
Une onde stationnaire est obtenue en composant deux ondes progressives de sens contraire ( ex: onde 
incidente et onde réfléchie)  et d'amplitude identique. (En optique on parle d'interférence). 
On obtient des ventres et des noeuds ( en optique des franges claires et des franges sombres). 

On sentira peut-être mieux les noeuds ( points où l'onde est nulle) en modifiant la vitesse.

Donc, pour fC, en fonction de fA et fB

> fC:= 1/2*(fA+fB);              
 := fC  +  

1
2 ( )cos −  +  2 π t 2 π x 1

2 ( )cos  +  2 π t 2 π x

> C:=animate(fC,x=0..5,t=0..19*T/20,numpoints=100,thickness=3,colour=red, frames=20 ):
> C;

On passe aussi le film image par image (troisième bouton à gauche).

Avec fA et fB, on fabrique une onde stationnaire d'amplitude maximale égale à 1 qui donne un noeud en 
x=0. 
On peut prévoir le nombre de fuseaux ( un fuseau = lambda/2).

Pour fD en fonction de fA et fB, par exemple:

> fD:= 1/2*(fA-fB);              
 := fD  −  

1
2 ( )cos −  +  2 π t 2 π x 1

2 ( )cos  +  2 π t 2 π x
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> D:=animate(fD,x=0..5,t=0..19*T/20,numpoints=100,thickness=3,colour=red, frames=20 ):
> D;

onde présentant un TOS (taux d'ondes strationnaires)

On veut que cette onde se propage vers la droite. 
On prendra le double d'onde progressive vers la droite par rapport à l'onde vers la gauche.
On peut imagine une onde incidente dont une partie a été transmise dans un milieu 
et dont le reste est réfléchi de sorte que la partie réfléchie est d'amplitude plus faible que la partie incidente. 

L'onde obtenue présente un taux d'onde stationnaire ( elle est en partie progressive et en partie 
stationnaire). 
On s'arrange pour que l'amplitude maximale soit égale à 1. 
Les ventres sont fixes et les noeuds aussi. Les observer. 
Par rapport aux ondes purement stationnaires, les noeuds ne sont pas d'amplitude nulle.

fE en fonction de fA et fB

> fE:=1/3*(2*fA+fB);                                                             
 := fE  +  

2
3 ( )cos −  +  2 π t 2 π x 1

3 ( )cos  +  2 π t 2 π x

> E:=animate(fE,x=0..5,t=0..19*T/20,numpoints=100,thickness=3,colour=red, frames=20 ):
> E;
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onde "progressive" amortie (milieu avec dissipation d'énergie)

On étudie une onde en ( notation réelle ) : a exp(-k2 x)*cos(omega t - k1 x). 
La décroissance est causée par des phénomènes dissipatifs dans le milieu. 
L'énergie diminue au fur et à mesure de la propagation de l'onde. 

Cette onde n'est plus une onde plane progressive au sens donné à ce terme ( fonction de (t-x/v) ) bien qu'elle 
progresse - mais en étant modifiée- . 

L'astuce de la notation complexe est de permettre d'écrire cette nouvelle onde en utilisant la même écriture 
formelle mathématique complexe des OPPM. 

Pour cela k devient complexe: il s'agit d'une OPPM inhomogène.

On détermine k en fonction de k1 et k2

On écrit fF:

> fF:=evalc(Re(subs  (k=k1-I*k2 , f(x,t)))) ;
 := fF e

( )− x k2
( )cos −  +  2 π t x k1

On choisit k1=2*Pi et k2=Pi/2

> fFF:=subs  (k1=2*Pi,k2=Pi/2, fF);
 := fFF e

( )− /1 2 π x
( )cos −  +  2 π t 2 π x

> F:=animate(fFF,x=0..5,t=0..19*T/20,numpoints=100,thickness=3,colour=red, frames=20 ):
> F;
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onde évanescente ou exponentielle (milieu réactif)

On étudie une onde en ( notation réelle ) : a exp(-K x)*cos(omega t) puis on prendra K=Pi/2. 
Le milieu refuse l'onde: pas de propagation et disparition de cette onde. 
Ceci  n'a rien à voir avec des phénomènes d'ordre dissipatifs 
mais relève plutôt des phénoménes de filtre lorsque l'on ne se trouve plus dans la bande passante. 

> fG:=evalc(Re(subs  (k=-I*K , f(x,t))  ));
 := fG e

( )− K x
( )cos 2 π t

> fGG:=subs  (K=Pi/2, fG);
 := fGG e

( )− /1 2 π x
( )cos 2 π t

> G:=animate(fGG,x=0..5,t=0..19*T/20,numpoints=100,thickness=3,colour=red, frames=20 ):
> G;

Paquet d'ondes
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> restart;
with(plots):
Warning, the name changecoords has been redefined

Pour représenter le paquet d'ondes, il faut introduire une intégrale de Fourier
(faire une somme intégrale d'OPPM avec un oméga variant de façon continue autour d'une pulsation 
centrale)

Dans un but de simplification, on ne fera pas cela ici.
On fera une somme discrète d'ondes OPPM de pulsations omega autour d'une pulsation centrale. 
Paquet d'ondes simplifié dans le vide

On va représenter l'évolution d'un paquet d'onde simplifié dans le vide. 
On rappelle que l'équation de dispersion dans le vide est omega = k * c
La vitesse de phase est donc indépendante de omega et vaut c
La paquet d'onde se déplace donc aussi avec la vitesse v_groupe = c
Il n'y aura pas de dispersion

écriture du paquet d'onde

On écrit l'expression de k pour une onde dans le vide.
Attention k est introsuit ici comme une fonction de omega.

> k:=omega->omega/c;
 := k  →  ω

ω
c

La pulsation  centrale est notée : omega0 
soit pour une pulsation quelconque
omega = omega0 + i * delta 
avec i varie de -N à +N

Dans la suite, on précisera les valeurs numériques
de N
et du pas choisi pour les pulsations : delta 

On écrit omega
(introduit ici comme une fonction de i)

> omega:=i->omega0+i*delta;;
 := ω  →  i  +  ω 0 i δ

On introduit le paquet d'onde sous la forme d'une somme de cosinus 
ayant tous la même amplitude égale à 1
ayant tous une phase à l'origine nulle.
On divise par le nombre de composantes (2N+1) dans le paquet 
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pour normaliser l'amplitude à 1. 
On écrit omega(    ) et  k(     ) 
en utilisant les fonctions introduites ci-dessus.

f(x,t) est introduite comme une fonction des variables x et t

> f:=(x,t)->1/(2*N+1)*sum(cos(  omega(i)*t-k(omega(i))*x ),i=-N..N);

 := f  →  ( ),x t
∑

 =  i − N

N

( )cos  −  ( )ω i t ( )k ( )ω i x

 +  2 N 1

Valeurs numériques nécessaires:
Pour le tracé, on choisit omega0=1.4 , delta=1/100 et N=40
On prend c=1

> omega0:=1.4;delta:=1/100;c:=1;N:=40;
 := ω 0 1.4

 := δ
1

100

 := c 1

 := N 40

> #f(x,t);

On représente le paquet d'onde 
en t=0 en fonction de x, 
puis en t=100 en fonction de x.
On choisit x entre -50 et 250

t=0

> plot(f(x,0),x=-50..250,numpoints=500,thickness=3);
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On peut vérifier la position du maximum à l'instant  zéro 
et la hauteur du maximum de ce paquet d'onde

t=100

> plot(f(x,100),x=-50..250,numpoints=500,thickness=3);

On peut vérifier l'absence de dispersion
On peut évaluer la vitesse de groupe du paquet d'onde.
animation

On visualise la propagation du paquet d'onde
x=-50..250,t=0..300, 500 points de calcul, 30 images

> A:=animate(f(x,t),x=-50..250,t=0..300,numpoints=500,frames=30,thickness=3):
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> A;

Paquet d'ondes gaussien dans le vide
> restart;
with(plots):
Warning, the name changecoords has been redefined

Pour un paquet d'onde gaussien, toutes les composantes sinusoïdales n'ont pas la même amplitude
comme on l'avait choisi dans la première approche simplifiée.
L'amplitude dépend de la fréquence. 
Elle est de la forme :

 =  ( )a ω C e












−

( ) −  ω ω 0 2

2 σ 2

On introduit a comme une fonction de omega

En ce qui concerne C, on ne l'écrit pas pour l'instant.
On introduit sa valeur dans la suite pour normaliser le paquet d'onde à 1. 

> a:=omega->exp(-1/2*((omega-omega0)/sigma)^2);

 := a  →  ω e












− /1 2

( ) −  ω ω 0 2

σ 2

On prend les mêmes valeurs que ci-dessus.
De plus on pose sigma=20/100.

On trace le spectre en fréquence ( en fait en pulsation) pour l'amplitude
(en supposant que la fréquence varie de façon continue)
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> omega0:=1.4;delta:=1/100;c:=1;N:=40;sigma:=0.2;
 := ω 0 1.4

 := δ
1

100

 := c 1

 := N 40

 := σ .2

> plot(a(omega),omega);

On reprend l'étude précédente (paquet de 81 ondes) pour visualiser la propagation dans le vide.

> k:=omega->omega/c;
 := k  →  ω

ω
c

> omega:=i->omega0+i*delta;
 := ω  →  i  +  ω 0 i δ

> f:=(x,t)->sum(a(omega(i))*cos(  omega(i)*t-k(omega(i))*x ),i=-N..N);

 := f  →  ( ),x t ∑
 =  i − N

N

( )a ( )ω i ( )cos  −  ( )ω i t ( )k ( )ω i x

On normalise pour que le maximum du paquet soit égal à 1 au départ 
(on remarque que toutes les ondes donnent un maximum en t=0 pour x=0).
On peut donc facilement obtenir la valeur numùérique de C.
Sur le tracé que le sommet est bien à 1.

> C:=evalf(1/f(0,0));
 := C .02084001936
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> plot(f(x,0)*C,x=-50..250,numpoints=500,thickness=3);

> plot(f(x,100)*C,x=-50..250,numpoints=500,thickness=3);

Il n'y a pas de dispersion. 
La vitesse de groupe du paquet d'onde
( regarder la vitesse du maximum) 
est égale à c.

> A:=animate(f(x,t)*C,x=-50..250,t=0..300,numpoints=500,frames=30,thickness=3):
> A;
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Paquet d'ondes gaussien dans un milieu différent
> restart; 
with (plots):
Warning, the name changecoords has been redefined

On va représenter l'évolution d'un paquet d'onde dans un plasma.
On note omega1 la pulsation de plasma.

On rappelle l'équation de dispersion pour un plasma:
 =   −  ω 2 ω 12 k2 c2

On rappelle aussi que pour un plasma:
 =  v_groupe v_phase c2

relation de dispersion

On écrit k comme une fonction de omega

> k :=omega->1/c*(omega^2-omega1^2 )^(1/2);

 := k  →  ω
 −  ω 2 ω 12

c

On introduit l'expression de la  vitesse de phase 
pour la pulsation centrale du paquet : omega0

> v_phase:=omega0/k(omega0);
 := v_phase ω 0c

 −  ω 02 ω 12

On introduit l'expression de la vitesse de groupe du paquet 
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en partant de la relation connue pour un plasma liant v_phase, v_groupe, c

> v_groupe:=c^2/v_phase;

 := v_groupe c  −  ω 02 ω 12

ω 0

mise en évidence de la vitesse de groupe uniquement

Dans cette première approximation, 
on introduit k sous la forme d'un développement limité 
au voisinage de la pulsation centrale du paquet. 
ON TRAVAILLE ICI AU PREMIER ORDRE  EN (omega-omega0)

Attention, on écrit désormais ka (k_approché) au lieu de k.
On remarquera que ce DL fait intervenir k(omega0) 
et l'expression précédente pour la vitesse de groupe
On normalise toujours à 1 la hauteur du  max

Au niveau des applications numériques, on ajoute omega1=0.9

On prendra omega1=0,9 .

ka est une fonction de omega .

> ka:=omega->k(omega0)+1/v_groupe*(omega-omega0);
 := ka  →  ω  +  ( )k ω 0

 −  ω ω 0
v_groupe

On recommence l'étude précédente mais en utilisant ka .

> a:=omega->exp(-1/2*((omega-omega0)/sigma)^2);

 := a  →  ω e












− /1 2

( ) −  ω ω 0 2

σ 2

> omega:=i->omega0+i*delta;
 := ω  →  i  +  ω 0 i δ

> f:=(x,t)->sum(a(omega(i))*cos(  omega(i)*t-ka(omega(i))*x ),i=-N..N);

 := f  →  ( ),x t ∑
 =  i − N

N

( )a ( )ω i ( )cos  −  ( )ω i t ( )ka ( )ω i x

> omega0:=1.4;delta:=1/100;c:=1;N:=40;sigma:=0.2;omega1:=0.9;
 := ω 0 1.4

 := δ
1

100
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 := c 1

 := N 40

 := σ .2

 := ω 1 .9

> C:=1/f(0,0);
 := C .02084001937

> plot(f(x,0)*C,x=-50..250,numpoints=500,thickness=3);

> plot(f(x,100)*C,x=-50..250,numpoints=500,thickness=3);

On constate que la vitesse de groupe du paquet d'onde est modifiée.

On calcule la valeur prévue par la théorie:

> v_groupe;
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.7659860922

> A:=animate(f(x,t)*C,x=-50..250,t=0..400,numpoints=500,frames=30,thickness=3):
> A;

Remarquer que dans le cadre de cette approximation, le paquet se propage sans déformation 
( les variations constatées ici dans la simulation viennent de la discrétisation du paquet)

mise en évidence de la vitesse de groupe et de la dispersion

Il suffirait ici d'introduire k sous la forme d'un développement limité en travaillant au deuxième ordre
pour observer la dispersion.

En fait, on travaille ici en considérant l'expression exacte de k

> f:=(x,t)->sum(a(omega(i))*cos(  omega(i)*t-k(omega(i))*x ),i=-N..N);

 := f  →  ( ),x t ∑
 =  i − N

N

( )a ( )ω i ( )cos  −  ( )ω i t ( )k ( )ω i x

> plot(f(x,0)*C,x=-50..250,numpoints=100,thickness=3);
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> plot(f(x,100)*C,x=-50..250,numpoints=500,thickness=3);

> A:=animate(f(x,t)*C,x=-50..250,t=0..400,numpoints=500,frames=30,thickness=3):
> A;
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> 
> 
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